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Capitolul 0

Lebesgue: cum se construieste
o cladire, pornind de la fundatie

A existat un arhitect foarte ingenios care a ndscocit o noud metodd pentru a construi case,

incepdnd cu acoperisul si lucrand pdnd la fundatie, bazdndu-se pe practica

acelor insecte viclene care sunt pdianjenii si albinele.
(Jonathan Swift, 1667-1745, Calatoriile lui Gulliver, 1726)

Opera principala a scriitorului irlandez Jonathan Swift, Cdldtoriile lui
Gulliver, reprezinta una dintre cele mai dure si, in acelasi timp, satiri-
ce critici care au fost scrise impotriva societitii si a conditiei umane.
Stilul sau de a scrie, sec, esential si cu ironie muscatoare, i-a casti-
gat recunoasterea universald, care se reflecta Tn acceptarea actuala
a asa-numitei ,satire swiftiane”, cu o referire explicitd la tipul parti-
cular de satira al cdreia el a fost pionier. Desi a fost contemporan cu
Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) si Sir Isaac Newton
(1642-1726), ambii recunoscuti astazi ca inventatori independenti ai
calculului infinitezimal si protagonisti ai uneia dintre cele mai infame
dispute din istoria stiintei, este putin probabil sa fi fost inspirat de
acestia pentru una dintre criticile sale feroce, considerate materialul
abundent de inspiratie apartinand oricarei societati si oricarei epoci,
pe care l-ar fi putut avea la dispozitie. Cu toate acestea, presentimen-
tul corect pe care, din perspectiva noastra actuala, 1l putem ghici din
citatul de mai sus este cel putin curios.

Daca analizam tabelul 1 de la pagina urmatoare, in care ramurile
matematicii sunt comparate in ordinea in care sunt studiate in pre-
zent, cu aspectul istoric al conceptelor implicate in fiecare ramura si
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Figura 1. llustratie a caricaturistului francez J.J. Grandville (1803-1847) pentru Calgtori-
ile lui Gulliver. Numele sau adevarat era Jean Ignace Isidore Gérard si, dupa instituirea
cenzurii pentru caricaturi in 1835, a ilustrat cu maiestrie romane precum Robinson
Crusoe, Don Quijote, Caldtoriile lui Gulliver sau fabulele lui La Fontaine. Astazi aceste
desene sunt deosebit de cunoscute, avand in vedere ca pentru cateva generatii de ci-
titori ele constituie o amintire evocatoare a operelor carora le apartin.

a protagonistilor ilustri, putem vizualiza premonitia secreta a citatu-
lui de deschidere a capitolului.

o __!-‘onnarea matematicii actuale - Dezvoltare istorica si prot_ag_cinist_i wl
Teoria multimilor sia numerelor reale Canm_r[@??},ﬁebiriﬂﬁ?z}
Functil, limite si continuitate | Cauchy (1821), Weierstrass (1861)
Derivate siintegrale Newtaon (1665), Leibniz (1675)

Arhimede (200 1.Hr.), Al-Khwarizmi(cco. 830)

Masura, algebra indivizibila si partitii
SRS, BIRERA SN RIS SRR Cavalieri (1635), Fermat (1636)

Jordan(1892), Borel (1898)

Teoria méasurii si algebra abstracta
eent e Lebesque(1902), Emmy Noether (1320)

Tabelul 1.

Se poate observa cd, de reguld, o pregatire riguroasad in matematica
progreseazd (mai mult sau mai putin) in ordinea inversa a evolutiei
istorice a teoriilor implicate. In plus, ultimul element din tabel evidenti-
azd un fapt cunoscut mai multor istorici si, mai ales, unui matematician
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prolific si fictiv (vezi ,Nicolas Bourbaki, ma-
tematicianul prolific care nu a existat vreodatd”,
pag. 10), Nicolas Bourbaki: ,Henri Léon Lebesgue
poate fi considerat Arhimede al teoriei moderne
a masurii”.

Exista, de asemenea, un consens general in
a afirma ci teza de doctorat a lui Henri Léon
Lebesgue (1875-1941), intitulatd Intégrale,
longueur, aire (Integrale, lungime, suprafatd)
si discutata la data de 10 februarie 1902 la
Facultatea de Stiinte a Universitatii din Nancy | .. que, inventarer
(aprobata de decanul Gastén Darboux sipubli- 4l teoriei moderne
catd in acelasi an in Analele de Matematicd aintegraleisiamasurii.
Purd si Aplicatd din Milano), este una dintre
cele mai bune teze de doctorat pe care le-a
scris vreodata un matematician. De fapt, teoria masurii contemporane
urmeaza notitele lui Lebesgue. Am putea spune c3, inainte de 1902,
matematicienii nu elaborasera o teorie riguroasa a integrarii si, tocmai
din acest motiv, teza de doctorat deosebit de meritorie a lui Lebesgue
a schimbat situatia in mod irevocabil. In aceastd contributie au fost
depasite dificultatile care incepusera sa afecteze integrala lui Bernhard

Figura 2. Henri Léon

Riemann, extinzind cu indrazneald conceptul de integrald, pentru care
a fost considerat ulterior un proces de completare extrem de profund,
precum cel care a dus de la numerele rationale la numerele reale.
Lebesgue nu a fondat nicio scoala, dar influenta sa in matematica seco-
lului al XX-lea este eternd.

Henri Léon Lebesgue s-a nascut la Beauvais, la aproximativ opt-
zeci de kilometri de Paris, 1a data de 28 iunie 1875. Interesele inte-
lectuale ale parintilor sdi, un tipograf si o invatdtoare de scoald
primarad, s-au reflectat semnificativ in biblioteca familiei, dat fiind ca
tinarul Lebesgue a gasit acolo lecturile care 1-au inspirat si influentat

Continua la pag. 12
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NICOLAS BOURBAKI, MATEMATICIANUL PROLIFIC
CARE NU A EXISTAT VREODATA

In secolul al XIX-lea, Academia de Stiinte din Paris nu mai era puterea mate-
matica ce fusese candva, umbrita de legendara Universitate din Gottingen
sl de gigantii matematicii germane: Carl Friedrich Gauss (1777-1855) si
Bernhard Riemann (1826-1866). Pentru a inrautati lucrurile, n timpul Pri-
mulul Razbol Mondial, o mare parte dintre cel cu talent matematic fusese
sacrificatd, astfel Incat generatia de matematicieni francezi din a doua deca-
da a secolulul al XX-lea s-a trezit fard o figurd inspiratoare, pané cand André
Weil (1906-1998) nu i-a scris unui membru al Academiel de Stiinte pentru
a prezenta un nou coleg;

Cu siguranta nu stiti c& domnul Bourbaki este vechiul profesor de la Universita-
tea Regala din Besse-in-Poldavia (o natiune fictiva fara Stat, numita Poldavia) pe
care l-am intalnit cu ceva timp In urma intr-o cafenea din Clichy unde petrece
cea mal mare parte din zi si din noapte; plerzandu-si nu doar pozitia, ¢f aproape
foaté averea in evenimentele care au facut s disparad de pe harta Europei nefe-
ricitul neam poldav, Tsi castiga In prezent existenta dand fectii de belote”, un joc
de carfi la care este un adevarat maestru,

Cu cétiva ani mal devreme, in 1923, Raoul Husson (1901-1967), elev
al Ecole Normale Supérieure, cand era In anul trei de studii, s-a deghizat
pentru a tine o conferinta stintifica falsd, intentionat de neinteles si plina de
rafionamente false, al carel obiectiv a fost demonstrarea presupusel teoreme
a lui Bourbaki. Pentru farsa sa geniald, s-a inspirat de la generalul Charles
Denis Bourbaki (1816-1897) — care, in timpul razboiului franco-prusac, a
avut mai multi elevi sub comanda sa — cu intentia de a-l aminti,

Se pare ¢ca un grup de matematicieni a fost atéat de amuzat de aceasta
poveste incat au decis sa adopte numele de Nicolas Bourbaki pentru a-si
numi grupul. O cercetare punctuald ar dezvalul ca ntr-o zi din decembrie
1934, la pranz, in cafeneaua acum dispérutd A Capoulade (la numarul 63,
Boulevard Saint-Germain din Paris), André Weil (unul dintre cei mai talentati
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matematicieni al impului sau) a mentionat cinci colegi contemporani la fel de
pasionatl: Henri Cartan (1904-2008), Claude Chevalley (1909-1984),
Jean Delsarte (1903-1968), Jean Dieudonné (1906-1992) si René de
Possel (1205-1974), cu pretentia de a reordona matematica. Fara indoiala,
au reusit s& o modemizeze si sa promoveze scoala franceza. Celor sase pe
care tocmai i-am prezentat li s-au alaturat Jean Coulomb (1904-1999),
Charles Ehresmann {1905-13979) si Szolem Mandelbrojt (1899-1983)
formand grupul de noua membri fondatori.

Weil si contermporanii sai se intéalneau de trel ori pe an, pe parcursul unei
saptamani sau doug, pentru a face schimb de idel despre matematica, cu
intentia de a reexamina fundamentele matematice, pe baza unei nevoi mult
mal mari de rigoare decat cea care era pe ordinea de zi la acea vreme. In
mod normal, se adunau intr-o cafenea de pe malul stang al Senel, desi
uneori mergeau la fara pentru a nu fi distrasi de la obiectivul lor: 84 rescrie
matematica de sus n jos si sa ofere intregii discipline o baza solida. Bour-
baki era strict, dar in acelasi timp anarhic, asa ca singurul lucru care nu era
permis N sedinte era s& se taca. Grupul a cautat s& creeze noi matematici
si se astepta ca toata lumea sa participe la o astfel de modelare. Multi dintre
cel invitati ca spectatori la intalnirle lui Bourbaki au plecat cu impresia ca
este 0 adunatura de nebuni. Nu-si puteau imagina cum acei oameni, care
tipau uneori cate trel sau patru In acelasi imp, puteau ajunge la o concluzie
inteligenta.

Desi In matematica, la fel ca in orice alta activitate stiintifica, contributia
fiecarel generalil se bazeaza pe munca predecesorilor sal, Bourbaki si-a dat
seama ca acest ,corpus” matematic devenise incoerent si avea prea multe
elemente care erau deconectate unele de altele. £l a crezut in unitatea intrin-
secd a matematicii si s-a angajat sa prezinte ansamblul tuturor elementelor
in cea mai simpla si pura forma, pentru a reclasifica si reforma (sau restabili)
in intregime discipling, dezvaluind-o pana ce ajungea la fundamentele sale
cele mal profunde sl aceasta intentie se reflecta In abstractia si ambitiile
nalte ale contributiilor sale,

Au inceput publicarea monumentalei lor enciclopedii Eléments de ma-
thematique, cu referire la Flementele Iui Euclid, prezentand cunostintele
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a metodel axiomatice, cu care acesti matematicieni au vrutl sa acopere
orice probabilitate. In ciuda faptului cd editarea enciclopedici pare s&
fi incetat, aceasta lucrare a avut o influentd semnificativa asupra ma-
| tematicil secolului al XX-lea, insistand cu ardoare asupra conceptului
de structura,

Membrii actuali raman anonimi, dar impactul lor In matematica
| contemporand a fost, fard Indoiald, enorm, deoarece se poate spune
céa cererea lor de rigoare a fost acceptata in mod universal inca din anii
1950, Impreuna cu stilul particular in care o exprima. De altfel, inca din
| anil '60, toate textele matematice au fost intocmite dupa indicetiile lor.
in fiecare an, Seminarul Bourbaki continua s& aiba loc la Parls, unde
sunt expuse principalele progrese ale acestei stiinte.

Lucrarea lor prolifica din colectia Eléments de mathématique, pana
in 2016, este compusa din volumele Teorla mullimilor”, Algebra”,
Jopologie generald”, ,Functii ale unel variabile reale”, ,Spatii vectonale
topologice”, Integrare”, Algebra comutativa”, ,Grupuri diferentiale si
analitice’, ,Grupuri si algebre Lie”, | Teorii spectrale” si Topologie alge-
brica”. In plus, contine note istorice care au fost publicate separat,
dand viata unor volume apreciate, chiar daca inca incomplete,
apartinand unui corpus care ia denumirea de Elemente de istorie a
matematicil. Pe langa colectia Eléments de mathématique, din 1948
au fost publicate periodic, sub forma de monografii, prelegerile Semi-
narulul Bourbaki.

I' . ~ v i Il . i
matematice intr-un mod sistematic, conform noului canon de rigoare s

in toati cariera sa academica. Din 1894 pani in 1897 a urmat Ecole
Normale Supérieure din Paris, unde a absolvit cu note modeste,
mai mici decit ale matematicienilor mai putin capabili, pentru cd a
aratat intotdeauna o mentalitate independenta si a pus continuu la
indoiala observatiile profesorilor, neglijand studiul temelor pe care

Teoria masurii
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Figura 3. Paradoxul triunghiului care |-a fascinat pe Lebesgue in timpul adoles-
centel. Traiectoria in zigzag de la B la C, de-a lungul triunghiurilor mici asemana-
toare triunghiului BAC, are lungimea data de suma segmentelor AB + AC. Pe masura
ce(observati ambivalenta acestui termen) creste numarul de triunghiuri, parcursul
limita se apropie de traiectoria directa BC.

nu le considera interesante. Tocmai intr-una dintre cele mai recente
lucrari, Lebesgue aminteste de un episod al adolescentei, petrecut la
scoala din Beauvais, care 1-a supdrat si pe care a incercat sa-1 infirme
din toate puterile: paradoxul care vrea sa demonstreze cd suma lungi-
milor a doua laturi ale unui triunghi este egala cu lungimea celei de-a
treia laturi, dupa o ,ingrozitoare” trecere la limita.

Pentru a aprecia profunzimea disputei cuprinse in acest paradox,
sd reludm rapid evolutia conceptului de masura.

Scurt istoric al masurii

[n mdsura in care legile matematicii privesc realitatea, ele nu sunt sigure;
si fn mdsura in care sunt sigure, nu reflectd realitatea.
(Albert Einstein, 1879-1955)

in zorii civilizatiei, matematica se putea diferentia de stiinta si teh-
nologie, deoarece era posibil si fie considerata ca ,arta rationald de
a rezolva probleme abstracte cu numere si geometrie”. Sa evidentiem
in aceastd definitie expresiile ,rational”, ,abstract” si ,rezolvarea

Lehesgue: cum se construieste o cladire, pornind de la fundatie
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problemelor”. In esent3, ele sugereazi ci solutia unei probleme, de
obicei de natura practicd, trebuia obtinuta pe baza unor date initiale,
folosind un fel de proces mental, rational si logic.

Calcularea dimensiunii unei figuri geometrice a fost intotdeauna
considerata unul dintre cele mai elementare obiective ale matemati-
cii. Calcularea dimensiunii unui obiect a devenit solutia pentru una
dintre cele trei probleme considerate diferite: gisirea lungimii liniilor
(pentru greci, rectificarea liniilor curbe), calcularea ariei suprafetelor
(suprafetele patrate) sau determinarea volumul corpurilor (cubarea
solidelor). S-a presupus, in mod tacit, ca dimensiunea unui obiect pe
care o vom numi ,masura” are urmatoarele proprietati:

1. Douad obiecte identice au aceeasi dimensiune.

2. Pdrtile unui obiect au o dimensiune mai mica decat obiectul com-
plet.

3. Daca un obiect este impartit in parti care nu se suprapun, misura
intregului obiect este egald cu suma masurilor partilor sale.

4. Punctele, liniile si suprafetele au masura 0, respectiv in masurarea
lungimilor, ariilor si volumelor.

Inceputurile

Primele civilizatii au aparut in viile fertile din China, India, Meso-
potamia si Egipt, in jurul mileniului III .Hr. Din picate, materialele
care au fost folosite pentru a scrie in China si India erau perisabile,
asa ca se stiu foarte putine despre cunostintele matematice ale aces-
tor popoare. Cu toate acestea, datorita climatului arid, in Egipt a fost
posibil sd se pastreze un numar bun de documente si, prin urmare,
doua papirusuri, dedicate In Intregime acestei stiinte, au ajuns pana
la noi: papirusul Rhind si papirusul Moscova. S-au pistrat si mai
multe documente in Mesopotamia, unde se obisnuia si se scrie pe
tablite de lut, practic indestructibile si, mai ales, rezistente la foc.
Multe reguli empirice au fost descoperite in Egipt si Mesopotamia
pentru rezolvarea diferitelor probleme matematice care, in parte,

Teoria masurii



s-au dovedit a fi incorecte din punct de vedere matematic sau doar
aproximative.

Papirusul Rhind, de exemplu, contine 84 de probleme matema-
tice, dintre care aproximativ 20 sunt dedicate calculului ariilor si
volumelor. Aria unui paralelogram (produsul bazei cu iniltimea), a
unui triunghi (jumatate din produsul bazei cu inéltimea) si a unui
trapez (jumatate din produsul dintre suma bazelor si indltime) a
fost calculat corect. Pentru patrulatere, produsul dintre jumitate
din suma unei perechi de laturi opuse si jumatate din suma celei-
lalte perechi de laturi a fost folosit in mod eronat. In special, este
interesanta problema numarul 50 a papirusului Rhind, in care se
argumenteazd ca aria unui camp circular cu o raza de 9 este egali
cu aria pdtratului cu latura egald cu 16. Acest lucru este echivalent
cu afirmatia ca:

n=~250 _316..
81

in Mesopotamia, au coexistat multe grupuri socioculturale diferite,
dar toate au folosit scrierea cuneiforma pe tablite de lut si, tocmai din
acest motiv, toate sunt considerate in prezent adevarate civilizatii.
Majoritatea tablitelor matematice provin din doud biblioteci, cea a
lui Tiglatpiléser 1 din Assur si cea a lui Assurbainipal din Ninevah,
in care, pentru a scrie numerele, se folosea sistemul sexagesimal
(fard zero), conform cdrora era relativ simplu sa se efectueze calcule.
Mesopotamienii puteau rezolva probleme mult mai dificile decat
egiptenii si erau mult mai interesati de problemele algebrice decit
de cele geometrice, dupa cum se poate deduce, avand in vedere ci
primele solutii ale ecuatiilor patratice si, de asemenea, o versiune
rudimentara a celebrei si universale teoreme ale lui Pitagora, a aparut
tocmai In Mesopotamia. Aria poligoanelor regulate si a cercului a fost
calculatd prin inmultirea lungimii perimetrului cu constanta cores-
punzatoare asociatd cu inaltimea triunghiurilor isoscele in care figura

Lebesgue: cum se construieste o cladire, pornind de la fundatie
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a fost impartita. In cazul cercului, constanta utilizata corespunde unei
aproximari a numarului 3 pentru valoarea lui .

Grecia anticd

Filosofii si matematicienii greci au ficut marea descoperire ca regu-
lile matematice puteau fi dovedite pe baza unor principii elementa-
re numite ,postulate” si a fost posibild organizarea tuturor cunos-
tintelor matematice intr-o teorie axiomatica. Geometria greacs, care
a inceput cu Thales din Milet (624-546 1.Hr.) a fost precedata de
pitagoreici, care au dezvoltat-o initial, in secolele al VI-lea si al V-lea
i.Hr. Acestia din urma au analizat proprietdtile numerelor si ale
figurilor geometrice (in special ale poligoanelor regulate, ale soli-
delor regulate si ale cercurilor) si au formulat teoria proportiilor
rationale exprimatd in legendara maxima ,totul este numar”, cu re-
ferire la faptul ca totul putea fi masurat in termeni de cantitati ,co-
mensurabile”.

In Grecia antici s-a cdutat o rezolvare a problemei maisuririi
marimilor geometrice, prin intermediul unei masuri relative. Euclid
(cca 325-265 1.Hr.), cel mai influent reprezentant al sau pana in pre-
zent, stabileste ceea ce am numit ,masura relativa”, adicd modul in
care o marime necunoscuta se masoara prin echivalenta cu o cifrd de
referintd in cazul segmentelor, suprafetelor plane si solidelor. Arhi-
mede, unul dintre cei mai importanti matematicieni ai Antichitatii
si, In general, ai intregii istorii, a folosit metoda exhaustiva pentru
a calcula aria de sub arcul unei parabole, ca suma a unei serii infi-
nite, oferind o aproximare extrem de precisa a numarului 5. Metoda
exhaustiva si cea mecanica sunt doud stiluri opuse metodologic
pentru a obtine pdtrate de figuri curbilinii, dar ambele abordeaza
problema patratelor: una se bazeaza pe infinitezimale si cealalta pe
indivizibile.

Moartea tragicd a lui Arhimede de ména unui soldat roman in
timpul asediului din Siracuza (214-212 1.Hr.), in ciuda faptului ca
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